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Maxima-Befehle und -Funktionen

Beachten Sie dass MAXIMA zwischen GroB- und kleinschreibung unterscheidet!
Zuweisung an eine Variable.

Einen einfachen Ausdruck oder Wert speichern Sie mit dem

Zuweisungsoperator

und funktionale Ausdriicke {liber := Funktionen haben ein Argument wie z.B. f(x)

(%12) Wert:5.5; f(x):=2*x+1;

(%02) 5.5
(%03) Flxl:=2x+1

(%14) £(1); Wert*f(-1);

(%cd) 3
(%057 - 5.5

Wie Sie feststellen, werden Maxima-Eingaben mit einer Zeilennummer versehen.
Eine Zeilenangabe beginnt mit einem Prozentzeichen % gefolgt von

%il - erste Eingabe wie i Input und schliesst durch ein Semikolon ab.
Ausgaben von Maxima beginnen ebenfalls mit einem %-Zeichen

%01 - erste Ausgabe wie o Output

(%i6) %02-1; %02-5%
(%06 4.5

Uber die Zeilennummer kann auf Ausgaben zugegriffen werden. Hier ziehe 1 von
der zweiten Ausgabezeile ab! Den zweiten Ausdruck schliesse ich mit dem
Dollarzeichen ab.

$ verhindert die Ausgabe - es wird KEINE Ausgabezeile erzeugt - der Ausdruck,
wird aber sehr wohl berechnet!

Das %-Zeichen selber bezieht sich immer auf die letzte Ausgabe, hier also auf
das Ergebnis des letzten Ausgabeausdrucks: %02-5%

(%i8) %;
(%0%) 8.5

Sie konnen bei einem CAS wie Maxima auch Variablen in einem Ausdruck
verwenden,

(%19) Kosten:a*a-a/2+1;

(%00 az—§+l

und diesen Ausdruck fiir ein bestimmtes a auswerten: Die Maxima-Funktion dafir
ev(Ausdruck, Argument=Wert); auswerten
Wenn Sie also die Kosten fiir a=sqrt(2) (Wurzel aus 2) ermitteln wollen
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(%110) ev(Kosten,a=sqgrt(2));
SNE
(%Dl@) 3 - T

So weit moglich lasst Maxima ein symbolisches Rechnen zu und halt Briiche oder
Wurzeln in einem Ausdruck fest - bis Sie gezielt die numerische Auflosung
anstossen:

Uber den Menii-Befehl Numerisch oder per maxima-Anweisung .., numer

(%111) ev(Kosten,a=sqrt(2)), numer;
(%0ll) 2.292893218813453

oder wenn Sie aus dem Ausdruck Kosten eine Gleichung machen

Kosten = 1

und nach a aufldsen, also a berechnen wollen. Sie ldsen die Gleichung mit der
maxima-Funktion

solve(Gleichung, Argument); losen
und weisen das Ergebnis einer Variable K@ zu:

(%112) K@:solve(Kosten=1,a);
1
(%0l2) [a=;, q=8]

Dieses Ergebnis wollen Sie weiter verarbeiten und in die folg. Gleichung
einsetzen:

(%1i13) Ertrag:8*a”3+3*a+3/2;
3 3
(%013) 8 a +3r:.|+;

Da wdre zuerst zu klaren, wie das Ergebnis, das als Liste
[argl,arg2,...,argn]

ausgegeben wurde, zu behandeln ist. Die Liste K@ hat zwei Werte, die liber
entsprechende Indizes angesprochen werden:

(%i14) Ke[1]; Keo[2]$
1
(%01d) a =7
Nun ist klar, wie iliber die bereits bekannte Funktion ev() die Werte

Ubernommen werden konnen:

(%116) ev(Ertrag,kKo[1]);

(%016) 4
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Das Ansprechen von Ergbnisausdricken wie a=1/2 konnen Sie auch liber die
angeom-Funtion 'aus' vornehmen (angeom.mac lssen Sie als Paket laden, maxima-
Befehl load() oder Datei-Menii)

(%117) a aus Ke;
1
(%ol?)-g

Anmerkung: Losen von Wurzelgleichungen
erfolgt Uber ein gesondertes Paket, das bei manchen Versionen erst geladen
werden muss

(%11) /* nur bei manchen Versionen notwendig */
load(topoly_solver);

(%020 C/Programme/Maxima-5.23.2/share/maxima/5, 23, 2/share/contrib topoly_solver.mac

(%i2) f(a):=16*sqrt(4*a”2+16)-16*a+1280;
to _poly solve(f(a)=1344,a);

(%02) f{a):=164/4a°+16-16 a+ 1280
(03) [[a=<], [a=0]]

Maxima vereinfacht algebraische Terme automatisch. Daneben gibt es die
Moglichkeit die Vereinfachung oder das Faktorisieren sowie Ausmultiplizieren
von Termen zu veranlassen:

Terme vereinfachen faktorisieren ausmultiplizieren

ratsimp(Term); vereinfachen zusammenfassen

factor(Term); faktorisieren

expand(Term); ausmultiplizieren

(%118) ratsimp((3*a-2)*z+(2-a)*y+2*x-3*(3*a-2)-2*(2-a)-2);
(%018) (Ba-21z+(2-ailv+2x-Tn

(%119) factor(a”2-b"2);

(%019 -{(b-alb+a)

(%120) expand((3*a-2)*z+(2-a)*y+2*x-7*a);

(%028 3gz-2z-ay+2y+2x-7a
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Versionshinweise

I

Sie diirfen keine Wertzuweisungen flir Laufparameter oder Achsenvariablen
vornehmen! In Geraden- oder Ebenengleichungen diirfen die Laufparameter KEINE
Wertzuweisung mitbringen/haben.

Bestimmte Variablennamen unterliegen einer besonderen Verwendung in angeom:
ab cde f - Scharparameter in Geraden/Ebenen
ghijkRlmnopgqgrstuvw- Laufvariablen in Parameterformen

X y z - Achsenvariable

O - Liste von Punkten zum Plotten

I

Sy

Sy

= Die Datei angeom.mac ist kompatibel ab Version 5.23

= Bis Version 5.22 verwenden Sie angeom522.mac!

<& Befehlszeilenvervollstandigung: Befehlssilbe+Strg-k
schni+Strg-k = Liste aller mit Silbe ,,schni beginnenden Fuktionen

= Befehlsreferenz: angeomReferenz.html

Fiir schnelle Zugriffe auf haufig verwendete Befehlsstrukturen
Sie konnen die Befehlsreferenzen per Doppelklick in die
Zwischenablage zum Einfligen (Strg+v) lbernehmen!

(%11) load(angeom);

(%01) WMaxima-5. 14, 8/share/maximasE. 14, 8/ share fvector/angeom. mac
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Analytische Geometrie mit Maxima/angeom.mac

Punkte und Vektoren definieren sich als Liste:

(%i21) A:[1,2,-3]; B:[2,0,5]; C:[-1,-1,2]%

(#o21) [1,2,-3]
(zo22y [2,8,5]

& kRO M Em®
— T

> > e <=

/* AB=B-A;BC=C-B; AC=AB+BC;
0:[A,B,C]S PlottVektor:[A,B-A]S PlottVektorl:[B,C-B]S PLOTT_S("","","","","""",5,6);
C: A+(B-A)+(C-B);

Funktion definieren: Berechnen des Spiegelpunktes iliber einen Punkt Zentrum
(%122) spiegelPunkt(Zentrum,P):=2*Zentrum-P$

Listen sind das A und O in Maxima. Listen konnen wiederum Listen enthalten,
also eine Liste aus den Punkten A und B.

(%124) Punkte:[A,B];

(%024) [[1121'3]1[21615]]

Mit den Listenelementen per Index angesprochen
(%125) Punkte[1]; Punkte[1][1]; Punkte[1][2]; Punkte[2][1];

(%025) [1,2,-3]
(%026) 1

(%027) -3

(%028) 2

Als Laufparameter fir Gerade und Ebenen sind die kleinen Buchstaben g bis w
reserviert. x,y,z stellen die Achsenvariablen dar. Als Parameter fiir eine
Geraden- oder Ebenenschar stehen die kleinen Buchstaben a bis f zur
Verfigung.

KEINE Wertzuweisungen fiir Laufparameter oder Achsenvariablen!

Geradengleichung show und °

Fir eine Gerade weisen Sie einem Symbol wie z.B. gt eine Gleichung aus
Ortsvektor und Richtungsvektor zu gt:o+t*rv.

Es ist eine gute Praxis den Laufparameter im Geraden-Symbol zu vermerken.
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(%128) gt:A+t*(B-A);

(%0287 [L1-2¢,2-2¢t,3-t]
Zum Rechnen in Maxima hat sich die Listenschreibweise bewahrt.

Um eine besser lesbare Darstellungen zu erhalten verwenden Sie die
Funktion show() fiir Geraden und Ebenen oder die Vorsilbe ° fiir Vektoren:

(%129) show(gt); °(B-A);

o _1 -2

g vl = |21 + £ ¥ |-2

z 3 -1
_2_
(%o3E) | -2
-1

Schnell-Eingabeméglichkeiten

Punkte A,B Kordinaten durch Leerzeichen getrennt

defPunkte("A 2 31 B -3 2 1/2");

Geraden mit Punkt A und Richtungvektor nv: defGeradeRV("gl 1 A nv")
aus zwei Punkten A,B: defGeradeAB("gl 1 A B")

(%102) defPunkte("A 2 31 B -3 2 1/2");

(%02) done

(%103) defEbeneRV("E1l t s [0,-2,4] [1,0,-1] [2,1,-3]");
(%03) [2s+t,-2+45,4-35-1]

(%i04) defGeradeRV("gl 1 [1,-2,0] ERV1(E1)><ERV2(E1)");

(%04} [1-1,-2-1,-1]
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Ebenengleichungen

Parameterform: Beispiel einer Ebene

Un die Ausgabe der Definition in Listenform zu unterdriicken schliefe ich mit
dem Dollarzeichen$ ab und erweitere die Eingabezeile mit der show-Funktion.

(%i31) Euv:[-2,0,3]+u*[1,1,0]+v*[-2,1,1]% show(Euv);

b -z 1 -2
£ vl = @ + ou ¥ o)1 o+ v ¥ 1
z 3 a 1

Koordinatengleichung /vektorgleichung mit dem Normalenvektor nv: [1,-1,3]:
(%132) NFE:ratsimp(nv.([X,y,z]-Euv));

(%032) 3z-y+x-7

Oder allgemein: Parameterform P + u*rvl + v*rv2 mit nv skalarmultipliziert:
nv.([x,y,z]-P)=0

(%134) show(%);

1 F 4 7
-1 i (vl - |e] )=8
5 z 5]

hesseNF(NFE); aus der Koordinatengleichung NFE bestimmen.

Fur eine Auswertung einer Ebenen oder Geraden-Gleichung steht die Funktion
F(Gleichung, [werteliste der laufparameter]) oder die Maxima Funktion ev()
zur Verfiigung -> gt fir t=0 oder Euv fir v=1 und u =-1 berechnen:

(%133) F(gtJ[e]); F(Euv)[l)'l]); ev(gt,t=—1);
(%033) [1,2,3]

(%0341 [1,8,2]
(%0351 [3,4,4]

Skalarprodukt
wird mit dem . Operator berechnet
[al,a2,a3].[b1l,b2,b3] = a3*b3+a2*b2+al*bl

(%136) [1,2,3].[1,0,1];

(%0360 4

Vektor- oder Kreuzprodukt

mit dem >< Operator

[al,a2,a3]><[bl,b2,b3] = [a2*b3-a3*b2,a3*bl-al*b3,al*b2-a2*bl]
nv ist z.B. der Normalenvektor der Ebene Euv

(%i37) nv:[1,1,0]><[-2,1,1]% °%;
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1
(%0381 |-1

3

Die FldachenmaBzahl des Parallelogramms, das von den beiden Vektoren a und b
aufgespannt wird: | a x b |.

Orts- und Richtungsvektoren

Um den Ortsvektor einer Geraden zu erhalten verwenden Sie die Funktion GOV()
und fiir den Richtungsvektor GRV():

(%139) print("Ortsvektor ",°GOV(gt),"Richtungsvektor", °GRV(gt))$

1 1
Ortgvelktor | 2 | Richtungsveltor|-2

-3 =

Fiir Ebenen (verkiirzt in Listendarstellung):
(%141) EOV(Euv); ERV1(Euv); ERV2(Euv);

(cdl) [-2,8,3]
(%042) [1,1,8]
(%043) [-2,1,1]

Schnell-Eingabemodglichkeiten

mit Punkt A und Richtungsvektoren av, bv: defEbeneRV("E1l t s A av bv")
aus drei Punkten A,B,C: defEbeneRV("E1l t s A B C")

in Koordinatenform aus

Normalvektor nv und Punkt A: defEbeneNF("NE1 nv A")

drei Punkten A,B,C: defEbeneNF("NE2 A B C")
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PLOTT Funktionen

Zur einfachen 3D Darstellung verwenden Sie

PLOTT_S() bzw PLOTT_L() eigenes gnuplott-Fenster interaktiv drehbare Scene
oder

PLOTT _wx() im Dokument eingebettes Fenster (Animationsfolge méglich)

Allgemeine Vorgaben:
0 enthalt eine Liste mit Punkten, die in der Plot-Scene dargestellt werden:

0:[[0,0,0],G0V(gt)]
markiert den Ursprung und den Ortsvektor der Geraden gt als Punkt.

S_Labels:["A","B","C","D","E","F","G","H"]

ist eine Liste von Labels, die die ersten 8 Punkte von O beschriften.

Sie andern z.B: das Label A auf S1 mit S Labels[1]:"S1". S Labels muss immer
8 Eintrage aufweisen und die Reihenfolge muss der in O entsprechen. Die
Funktionen fiir Label Schnellvorlagen sind:

abc_Labels() -> S Labels:["A","B","C","D","E","F","G","H"]

pqr_Labels() -> S_Labels:["P","Q","R","S","T","U","V","W"]

clear_Labels()

PlottVektor bzw. PlottVektorl..8 ist eine Vektorangabe die einen Vektor von
A nach B darstellen kann:

PlottVektor:[A,B-A]

Die Festlegung PlottVektor:[[0,0,0],[9,0,0]] erzeugt keine Vektordarstellung
in der Plot-Scene.
clearPlottVektors() setzt alle PlottVektor-Variablen zuriick!

plottVektorS(vec)

paarweise Angabe von, bis in einer Liste vec .
erzeugt eine Vektorkette vec = [[0,0,0],A,A,B,B,C] OA AB BC
Vektoraddition vec = [[0,0,0],A,A,A+B,A+B,A+B+C]

(%i44) 0:[[0,0,0],G0V(gt)]; PlottVektor:[EOV(Euv),nv];

(#c44) [[®,8,8],[1,2,3]]
(%945) [['21613]1[11'113]]

Die PLOTT_ Funktion kodnnen Ebenen in Normalenform und Geraden darstellen:

PLOTT_L([Liste von max 6 Ebenen],[Liste mit max. 6 Geraden],von,bis)
PLOTT_S(NFE1,NFE2,NFE3,gl,g2,g3,von,bis)

PLOTT D([Liste von max 6 Ebenen],[Liste mit max. 6 Geraden],von,bis)
PLOTT wx(NFE1,NFE2,NFE3,g1,g2,g3,von,bis)

stellen Ebenen oder Geraden in einem Bereich von/bis dar.

Zum Auslassen von Plotargumenten bei PLOTT_S/PLOTT_wx fir Ebenen oder Geraden
verwenden Sie ersatzweise einfach die Koordinatenebenen x,y,z oder einen
leeres Textargument "". PLOT_L/PLOT_D erhalten eine je eine Liste fir max. 6
Ebenen/Geraden als Argument, ggf. eine leere Liste.

rangeVon(0), rangeBis(0) kann anstelle von,bis gestellt werden um die
Plotgrenzen aus der Liste der Punkte O zu berechnen.
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Beispiel
S_Enhanced:false$ S Qvox:6$
0:[KM,SX,SY,Sz]$ PLOTT_L([NFEO,NFESz,NFESy,NFESx],[gk,gt,gr,gh,gl,go],-5,6);
S_Enhanced:true (farbige Oberflache)
S_Qvox:Maschendichte der Oberflachen (Voreinstellung 12)

je groRer desto feiner und rechenintesiver
Die hier vorgestellten PLOTT-Funktionen sollen moglichst einfach anzuwenden
sein, fir eine ,,ausgereiftere’ Darstellung lohnt es sich mit GNU-Plot zu
experimentieren.

(%146) wx_Vrot:77$% wx_Hrot:330%
PLOTT_wx(normalForm(Euv),"","",gt,"","",-4,6);

uX_Scene=1

Ebenen —

JEz=y+R=-7
Geraden

[1=-2%t ,2=2%t ,3=-t]
Punkte o

VYektoren
B -
4 -
2 -
=z . e, a
- —ﬂ*j?ﬂd N\H
(48] "
-4 |

Spezielle PLOTT_wx Vorgaben betreffen

wx_Vrot:80% vertikale Rotation der Scene

wx_Hrot:100$ horizontale Rotation der Scene

wx_Breite:400% Breite der Plotscene in Px

wx_Hoehe:600% HOohe der Plotscene in Px

wx_ScVon:1$ Animationsschritte Laufparameter wx_Scene von

wx_ScBis:1$ Animationsschritte Laufparameter wx_Scene bis

wx_AO:true$ Oberflachendarstellung (true, false = Oberfldchen durchsichtig)

Es bietet sich an erst mit PLOTT_S/PLOTT L die Darstellung zu testen, bevor
sie mit PLOTT_wx/PLOTT_D ins Dokument integriert wird!
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(%149) wx_ScVon:-5$% wx_ScBis:5%
wx_Vrot:102$% wx_Hrot:194¢% PlottVektor:[[0,0,0],[0,0,0]]%
PLOTT wx("","",z,[1,2,-2]+1*[wx_Scene,1,1],"","",-6,6);

= | = & 8 6 ] . Slider-Animation
(%049)
Scene; =3
Ebenen ——
z
Geraden ——
[1+]1*ux_Scene,2+1,-2+1]
Punkte ©
Vektoren
? —
E =
5 =
4 F
3 =
2
1
z a #”,f'
-
-1 o
-2
=3
-4 \
=
=6
A
-7
i y

In dieser Animation verandern Sie den Richtungsvektor der Geraden gl Uber die
Variable wx_Scene von wx_ScVon bis wx_ScBis mit dem Schieberegeler in der
Meniileiste von wxMaxima: wxScene nimmt die Werte von-5 bis 5 an und
beeinflusst die x-Koordinate der Geraden gl.

S _Ranges:[];

Stellt eine Liste bereit, die die Plot-Bereiche von Ebenen einschrankt.
Abweichend von den Plot-Argumenten von, bis konnen fiir jede Koordinatenachse
individuelle Vorgaben gesetzt werden:

S_Ranges(von_x, bis_x, von_y, bis_y, von_z, bis_z)

Beispiel fir eine Halbkugel im Bereich © < x < 4 und

fir einen Zylinder -4 < z < 4 :
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(%105) K:betraglLaenge([x,y,z])"2-4"2;
Z:(x-2)"2+y"2-4;

(%of ) —15+x2+y2+z2

(%o?]-d+@2+xf+y2
(%112) S_Ranges:[0,4,-6,6,-4,4]%

wx_Vrot:71$ wx_Hrot:320%
PLOTT_D([K,Z],[],-4,5)%

Scene: 1

Ebenen
—16+H" 24y 2 +="2
= =2} Dy
Geraden
Punkte =
vektoren
E
5 |
a |
z |
o |
1 F
= e | A
.,
—1 —
—2 —
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3-D Polygon (mesh), um Figuren zu zeichnen.

Dazu stehen die Variablen S _Figur, S_Figurl...S_Figur4 zur Verfiligung.

mesh erhalt mind. 2 Listen mit Punkten als Parameter, die per Linienzug
verbunden werden sollen. Die erste Punkteliste wird raumlich mit den weiteren
Listen verbunden. Fiir Flachen einfach zwei identische Punktlisten angeben.
Quader ABCD (Grundflache), EFGH (Deckflache) mit Dachfirst KL:

(%i13) A:[0,0,0]$% B:[12,0,0]% C:[12,10,0]$% D:[0,10,0]%
E:[0,0,6]% F:[12,0,6]% G:[12,10,6]% H:[0,10,6]%
K:[0,5,11] $ L:[12,5,11]%

(%i14) S_Figur: mesh([A,B,C,D,A], [E,F,G,H,E],[K,L,G,H,K]) $
draw3d(S_Figur)$

Direktversuch zur Kontrolle der Zeichnung und dann Ubernahme in PLOTT

(%i14) 0:[A,B,C,D]$ PLOTT_L([1,[],-5,15)%

Ehenen
Geraden

Punkte @

Yektoren

P S

=D L (S =00 L0 D — D0 L LT
T T T T T T T T T T T T T T T T
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Pyramide ABCDE mit den Punkten
(%i15) A :[0,0,0]$ B :[8,0,0]% C :[8,8,0]%$ D :[0,8,0]% E :[4,4,8]%

(%il6) E_Figur:mesh([A,B,C,D,A],[A,B,E],[E,B,C],[C,D,E],[E,A,D])$
draw3d(%);

(%i16) 0:[A,B,C,D,E]$ PLOTT_L([],[],-1,9)%

Ebenen —
0r Geraden —
gt Funkte @
B Yelktaren
r E
Gt
£l
4t
3t
ot
1t
at
1T
&£ -
0 - iy
5 Z
X 47 B
- -
in A R g0
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Vektoren und Punkte

schwerPunktABC(A,B,C);
winkelHalbierende(vec a,vec b); winkelHalbierende(B-A,C-A)
mittelSenkrechtenDreieck(A,B,C)

Bestimme den Schwerpunkt des Dreiecks aus den Punkten A,B,C, die
winkelhalbierender Vektor zwischen den Vektoren a und b.
Die drei Mittelsenkrechten und Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC

untersuchelLage3Punkte(A,B,C);

Zusammenfassung von Ergebnissen zur Untersuchung der Lage dreier Punkte im
Raum.

(%157) untersuchelLage3Punkte(A,B,[0,-3,4]);
Es handel sich um ein Dreieck..

das nicht rechtwinkelig ist!

Winkel alpha ABC: 188, 2634273919935
Winkedl beta (AB: 45, 11789233319442
Winke!l gomma ACB: 34.618679224531261

Linge der Seiten:

Ag = 3/ 3.8
BC - S 3.741657336773942
~+ 14 .
=]
fd = — / 5.196152422706633

"\.|3
Ebene aufgespannt von ABC (A+r*AB+s+40):
[-5-2r+1,-5:5-2r+2,:=5-r+3]
Neormal form: dz+3y -Tx-23
23

Abstand vom Ursprung:
122

Schnerpunkt von A,8,C {retwn SPabc)
1
SPabe: [ &, "3 3]

al

Flicheninhalt: F=
122

(%057) 5.522688568593631

spatProdukt(a,b,c);

D—c
V= (a><b).c = G*h —D7
al*b2*c3-a2*bl*c3-al*b3*c2+a3*bl*c2+a2*b3*cl-a3*b2*cl B A C

Beschreibt das Volumen des durch die Vektoren aufgespannten Spates. . A
V:spatProdukt(vec AB, vec AC, vec AD); Volumen Tetraeder Vt:V/6
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(%158) spatProdukt(B-A,C-A,D-A);

(%0581 23

betragLaenge(p);
streckeLaenge(A,B)

Betrag oder Lange eines Vektors p. Lange der Strecke von A nach B.
(%159) betraglLaenge(B-A);

(%059) 3

Geradenfunktionen

punktAufGerade(P,g);

Uberpriuft, ob ein Punkt P auf einer Geraden liegt
true oder false

(%i60) P:[0,-3,4]; punktAufGerade(P,gt);
(ob@) [@,-3,4]

(#061) false

abstandPunktGeradeFp(P,g);

Berechnet den Abstand eines Punktes P von der Geraden g
und fallt das Lot auf die Gerade unter Angabe des Lotfusspunktes Fp.

(%162) abstandPunktGeradeFp(P,gt); float(%);

Lotfusspunkt quf der Geraden {return Fp)
13 4 15

Fp: =, =, =
pro | 3’ 35 ]

(%062)

Iy 122
(%063) 3.681737085729637

spurPunkteGerade(g);

Berechnet die Spurpunkte der Geraden g,
also die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen x=0, y=0, z=0

(%164) spurgt:spurPunkteGerade(gt);
Schnittpunkte mit den Koordingtenebenen:

(o6a) [[@,1,21,0-1,0,2],[-5,-4,0]]
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(%i65) gs:[1,-2,-1]+s*[3,1,1]$ °gs;

Is5+1
(%066 | s-2

s-1

lageUntersuchungGeraden(gl,g2);

Uberprift die Lage der Geraden gl und g2 im Raum und berechnet
ggf. den Abstand/Schnittpunkt:

Identische Geraden: true

Parallele Geraden: Abstand

Windschiefe Geraden: Abstand

Sich schneidende Geraden: Schnittpunkt

(%167) lageUntersuchungGeraden(gt,gs);
Abstand der windschiefen Gergden: 2.323427124746159

a
(%067) ——

N2
(%168) lageUntersuchungGeraden(gt,[6,7,11/2]+r*[1,1,1/2]);

Dependent equations eliminated: (3 2)
parglie Geraden. ..

beide Geroden sind identisch!

(#06E) true

schnittwinkelGeraden(gl,g2);

Berechnet den Schnittwinkel zwischen zwei Geraden gl und g2

(%169) schnittwinkelGeraden(gt,gs), numer;

(%069) 154.7685981793211

Schnittwinkel von Ebenen liber die Normalvektoren
schnittwinkelGeraden(1l*nvl,t*nv2)

Ebenen und Geraden

lotFusspunkt();
lotFusspunkt(EG,P);

Berechnet den Fusspunkt des Punktes P auf die Gerade oder Ebene EG in
Parameter oder Koordinatenform.

(%168) FP:lotFusspunkt([4,-1,4]+t*[1,-2,1],[-6,-5,3]);
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(%068) [, 8 ,—]
° 27 77

(%176) lotFusspunkt(4*x-y-4, [-6,-3,5]);

Fas

(476) [-—, ==, 5]

;J
lotFusspunkt2Geraden(gl,g2);

Berechnet die Lotfusspunkte des kiirzesten Abstandes 2er Geraden,
Die beiden Lotpunkte auf den Geraden in einer Liste:

(%170) Fp:lotFusspunkt2Geraden(gt,gs);

17 14 1
(%O?@) [[_?J_?J_;]J[_Sj_dj_B]]

und damit den Abstand der beiden Geraden:

(%171) betragLaenge(Fp[2]-Fp[1]);

(%071} %

(%172) PlottVektor:[Fp[1],Fp[2]-Fp[1]]; O:append([[©,0,0]],spurgt,Fp);

17 14 1 2 2 ]
(%072) [[-?, "5 -;] P [;,;, -;]]
5 17 14
(%0?3) [[BJE‘JE‘]J [Ej:l:;]: ['1:@:2]1 ['51'4:@]1 [_?J _?J_
! g 4 3
;]1[' I I ]]
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PLOTT Scene mit Darstellung der Geraden gt, gs
Spurpunkte gt iUber O eingetragen und der PlottVektor verbindet
die LotFusspunkte des kiirzesten Abstandes zwischen den Geraden

(%174) wx_Vrot:85$% wx Hrot:0$% PLOTT wx(x,y,z,gt,gs,"",-7,5);

HH_Scene=1

Ebenen ——
H
y
z
Geraden ——
[1-2%t ,2-2%t,3-t] —
[F=s+l,5=2,5=11
Punkte ©
fﬁektnr‘en

(%76
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Fir eine Normalform setzt F(NF,Punkt) die Koordinaten des Punktes in die
Gleichung ein:
d.h der Punkt [1,2,3] liegt auf der Ebene 3*x-y-2*z+5 = 0

(%177) F(3*x-y-2*z+5,[1,2,3]);
(%077) 8

schnittEbeneGerade(E,g);
schnittNFEbeneGerade(NF,g);

Berechnet den Schnittpunkt von Ebene und Gerade. E steht fir eine
Parameterform und NF fiir eine in Normalform ax+by+cz+d=0 gegebene Ebene
[1 oder S Schnittpunkt

(%178) schnittEbeneGerade(Euv,gs);
(%078 [26 3 2]
o Y R
5 55

(%179) schnittEbeneGerade(Euv,EOV(Euv)+t*ERV1(Euv));

Dependent equations eliminated: (1)
(%079) [t-2,¢t,3]

(%180) schnittEbeneGerade(Euv,P+t*ERV1(Euv));
(%08e) [ ]

schnittwinkelEbeneGerade(E,g);

Berechnet den Schnittwinkel zwischen Gerade g und Ebene E (Parameterform)
0 (kein Schnittpunkt) oder Winkelangabe in Grad

(%181) schnittwinkelEbeneGerade(Euv,gs);

(#081) 27.83569178941229

Ebenen

normalForm(E);

Berechnet die NF Normalform, Koordinatendarstellung einer Ebene aus der
Parameterform

(%182) NFEl:normalForm(Euv);

(#%082) 3z-y+x-7
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normalVektorNF(NFE1);
aus der Normalform den Normalvektor ableiten.
paramForm(NF,s,t);

Berechet aus der Normalform einer Ebene NFE eine Paramterdarstellung mit den
Laufparametervariablen s und t

(%183) Est:paramForm(NFE1l,s,t)$ show(Est);

o ¥ 1 -3
£ vl = |@| + = * [1| + ¢ * @

z a a 1
(%084

spurPunkteEbene(NFE);

Berechnet die Spurpunkte, die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, x=0,
y=0, z=0 damit konnen dann z.B. die Spurgeraden angegeben werden:

(%1i85) spurEl:spurPunkteEbene(NFE1l);

Schnittpunkte mit den Koordinagtenachsen:

(to85) [[7,0,0]1,[0,-7,0],[0,0,2]]

(%186) spurGxy:spurEl[1]+p*(spurEl[2]-spurkEl[1]);
(%086) [7-7p,-7p, 8]
(%1i87) spurGyz:spurkEl[2]+u*(spurkEl[3]-spurkEl[2]);

Fu
(%087 ) [@,?u-?,T]

(%188) spurGxz:spurtEl[1]+v*(spurEl[3]-spurkEl[1]);
7w

(%088) [7-7v,0,—]

(%189) 0:[[0,0,0]]% wx _Vrot:66% wx Hrot:67%
PLOTT_wx(NFE1,"","",spurGxy, spurGyz,spurGxz,-7,7);
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ux_Scene=1
Ebenen ——
Jez=y+u-7
Geraden ——
[7-7#p,~Fsp,8] ——
[B,7su-7,7=u/3]
~ [F=F#vw .8, 7w/ /3]
8 Punkte o
6 L \ Yektoren
4| x& |
z
2 -
5!
e | -y
-2 | \
-4 | ) f
oL \
(#ra2) ety
_B -
_,.--'r""-ﬂ'-.
P A,
N W,
_-"'-"- -
- "
e ~,
-EF\_” Y
-6 .
-, .,
—ix, ‘\J
. "
] & __L_,a-“"_ 8
&, e A 6
R 8
8 B y

schnitt2Ebenen(NF1,NF2, t);

Schnittgerade mit Laufvariable t zweier Ebenen in Normalform

(%193) NFE1:2*x-y+z-5; NFE2:Xx+y+2;

(%093) z -y +2x -5
(%0940 v+ x4+ 2

(%195) gs:schnitt2Ebenen(NFE1,NFE2, s)$ show(gs);

1

X 1 3

g: |w| = |-3| + 5 * |1
z % 3

1
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(%197) wx_Vrot:72$ wx_Hrot:113$ PLOTT_wx(NFE1,NFE2,"",gs,"","",-6,8);

ux_Scene=1

Ebenen ——
Z=y+2%x-D
y+x+2
Geraden —
[={5=33/3,{s-93/3,=]
Punkte
/ Yektoren
/1
8 ot
6 !’
4 F !
!
2r ! il 7 S
a | 4
(3%£9%) 2 ;; /
-0 ;
F
- 7
_E -

Schnittbeispiel zu parallelen Ebenen

(%1100) NFE2:-3*x+3/2%y-3/2%z+1;
3z 3y
(%Dl@@) —T+T— Ix+l

(%1101) schnitt2Ebenen(NFE1,NFE2, s);
(%0121 [ ]

abstandPunktEbene(NF1,P);

Abstand des Punktes P von der Ebene (Normalform) NF1

(%1102) abstandPunktEbene([3,-2,6].[%x,y,z]-27,[2,-4,1]);
(%0102) 1
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Anhang

Kugelgleichung

Koordinatendarstellung einer Kugel mit dem Radius r und dem Mittelpunkt
M:[mi,mo,ms] (Ubergabe an Plott als Ebene)

K: (([XJy:Z]'[m1:m21m3])AA2 - I"z)[l][l]

oder

KU: (x-mp)2 + (y-my)2 + (z-m3)2 - r?

und

xyzKugelMittelpunktForm(KA)

erzeuge die Koordinatengleichung KU aus KA: x2 + ax + y2 + by + z2 +cz + d

Parameterdarstellung einer Kugel mit dem Radius r um den Ursprung
(Polarkoordinaten - koénnen mit angeom nicht verwendet werden)

X = m+ r-[sin(t)-cos(s), sin(t)-sin(s), cos(t)]

plot3d([1,0,1] + 3*[sin(t)*cos(s),sin(t)*sin(s),cos(t)], [t,-5,5], [s,-5,5],
[gnuplot_pm3d,false])$

(%i2) A:[1,11,2]; Gt:A+t*[e0,1,0];
KO:([x,y,z]""2-9)[1][1];

(%02) [1,11,2]
(%03) [1,t+11,2]
(%04) z2+y2+x2-9

(%i20) 0:[A,B,C,D,E]$ PLOTT_L([KO,y],[Gt,1~2*B,Gs2],-3,18);

Ebenen

VRN LV E SR

E ¥
\ Geraden —
[1t+11.2] —
16 F 0 [1*2. 252 .25 2]
[47542+1 2-5"2 87"242] —
Punkte @
10r 9
o Yektoren

SpiegelungGeradeanKugel.wxm
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Kreisgleichung
Parameterdarstellung eines Kreises in einer Ebene E1
Kreis: X = M + r-u-cos(t) + r-v-sin(t)-

M(Mittelpunkt) r(Radius) u,v zueinander orthogonale Vektoren mit der Lange 1
aus der Ebene in der der Kreis liegt. (Ubergabe an Plott als Gerade)

Beispiel:
Schnittkreis von Ebene und Kugel

(%12) radius:3;
M:[2,1,0];
A:[3,2,1.5]; B:[4,1,1.5]; C:[2,4,-3/2];

(%i8) E1:A+r*(B-A)+s*(C-A)$ show(El);

F 3 1 1
Erlyl =2+ r *|-1|+ 5 * 2
z 1.5 0.0 - 3.0

(%110) NFEl:normalForm(E1);
(%010) 2*z+6*y+6*x-33

Kreismittelpunkt
Lot von Kugelmittelpunkt M auf die Schnittebene NFE1l

(%114) KM:lotFusspunkt(NFE1,M);
(%014) [121/38,83/38,15/38]
(%1i15) dM:streckelLaenge(M,KM);

(%015) 15/(2%{13 )

Kr Radius Kreis uber Pythagoras

(%116) Kr:sqgrt(radius”2-dM~2), numer;

(%016) 2.457534065727376

Zu uv Richtungsvektor konstruiere einen senkrechten RV vv aus E1
(%i19) uv:ERV1(E1l); vv:ERV1(E1)+r*ERV2(E1);

(%019) [1,-1,0]

(%020) [1-r,2*r-1,-3.0%r]

Othogonal: Skalrprodukt uv.vv = @

(%121) rv:solve(uv.vv,r);

(%021) [r=2/3]
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(%122) vv:ev(vv, rv); (uv.vv);

(%022) [1/3,1/3,-2]
(%023) 0.0

(%1i24) Kt:KM+Kr*uv/betraglLaenge(uv)*cos(t)+Kr*vv/betraglLaenge(vv)*sin(t);
(%024) [0.3987*sin(t)+1.2288*sqrt(2)*cos(t)+121/38,
0.3987*sin(t)-1.2288*sqrt(2)*cos(t)+83/38,
15/38-2.3920*sin(t)]

(%i25) S_Qvox:16$ PLOTT_L([KU,NFE1],[Kt],-2,7);

Ebenen —

G242+ 2422

Br 3B B2
r Geraden =

(2 sart {9+ 8 art 51 SR st (1) St (IR0, 15300 st A P in (O Gar (19 sant 360 ——

aT Punkte ©
ar ‘ektoren =
z ol

view: 107.000, 112.000 scale: 1.00000, 1.00000

SchnittkreisEbeneKugel.wxm
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LageEbeneKugel.wxm

E Ebene, M Mittelpunkt Kugel, r Radius Kugel

Riickgabe

Km: Schnittkreismittelpunkt (Tangentenpunkt)
Kr: Schnittkreisradius
return(Kreisgleichung)

lageUntersuchungEbeneKugel(E,M,r)::=block(
[Lu_, v_,1,mo0],
if not listp(E) then E:paramForm(E,m,0),
Km:lotFusspunkt(E,M),
Kr:streckeLaenge(M,Km),
if r-Kr < @ then(
print("Ebene schneidet die Kugel nicht..
none
Yelse(
if r - Kr = @ then(

)

print("Ebene ist Tangente im Punkt Km: "),

return(Km)
Yelse(
Kr:sgrt(rf2- Kr?2),

print("Ebene schneidet die Kugel im Kreis"),
print("Mittelpunkt Km: ",Km," Radius Kr: ",Kr),

_u_:ERV1(E), _v_:ERV2(E),

if u_. v_ # 0 then(
_rv_:solve(_u_.(_u_+1* v ),1),
v _:ev( u +1* v , prv))

Km+Kr*_u_/betragLaenge(_u_)*cos(t)+Kr*_v_/betraglLaenge(_v_)*sin(t)

)s
)
)%
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Ab Version 0.9 konnen auch Flachen in Parameterform angegeben werden.
Ebenengleichungen konnen nun auch in Parameterdarstellung geplotet werden!

Beispielaufgabe

Sei ga die Achse eines Zylinders vom Radius Rd. Zur Parameter-Darstellung des
Zylinders erzeuge eine zur Geraden ga senkrechte Ebene E1.

Fir einen Kreis aus dem Zylindermantel benotige ich ein senkrecht stehendes
Vektorenpaar aus der Ebene E1:

(%i1) ga:[0,-2,-1]+m*[2,-2,1]$ Rd:6%

(%i4) NE1:GRV(ga).([x,y,z]-GOV(ga)), ratsimp;
El:paramForm(NE1,r,s)$ show(E1l);

(%04) -3+2%-2vy+z2

2 1
x| |= 1 -—
z 2
Erfvl=] [+r*[1|+s™
n
z ]
n 1

ERV1 senkrecht nv:

(%i7) ERV1(E1).
( ERV1(E1)+t*ERV2(E1) ); Ebenen ——
nv:solve(%,t); Geraden ——
nv:ERV1(E1)+t*ERV2(E1),

[ttt] ——

%5

Punkte @

“ektoren

(%0F) 2-

Fa | o+

(%08) [t=4]
(%09) [-1,1,4] i
Kreis K mit Mittelpunkt

Ortsvektor ga Radius Rd in
der Ebene E1

I T U R R It S - ]
——— T

(%i11) K:GOV(ga)+Rd*ERV1(E1)/
betraglLaenge(ERV1(E1))*cos(t) !
+

Rd*nv/betraglLaenge(nv)*sin(t)

$ °K

3.2 cns{t}-ﬁsin{t}
(%oll) |-2+3 2cns{t]+v@sin{t}

-1+25Jr2 sin{t}

view: §1.0000, 347.000 scale: 1.00000, 1.00000

Kreis K mit Richtungsvektor der Geraden ga zu einem Zylinder ausdehnen:

(%116) Zm:K+s*GRV(ga);
(fo16) [25+3 4/2 cos(t)-4/Z sin(t),-2-25+3 4/Z cos{t )4/ Z sin(t), - 1+5+2% 2 sin(t)]
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(%i17) PLOTT_L([Zm,E1],[ga,K],-10,10)%

bi-= qrif2)" = init) -

2

Ebenen —

S2Ts 43 s pas (B+s qri(2) s inlt) - v +2 M52 = in(t)]

[(-3-2% 302 1,5]
Geraden —

Bfm -2-2"m,-1+m] —

j"caﬁ(t)-iqrt(ﬁ";in(t).-2+3"5qrt(2)"¢a5|:t)i+5 Qric2 1L inCtn- 42050207 2 inf)]
18 [ : Funkte 9
? F Yektoren —
8L L 0
ﬂ [ —— -
[
Tt i
ar '
- :
&l 10
:E L 0 "
g h
g ’
- -5 a0 5 e 10
¥
Parametergleichung Zylinder...
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Abbildungen

Betrachte Abbildungen ¢: R® -> R?®durch eine Matrix beschrieben
¢: T.x = x'

T wird durch die Bilder der Basisvektoren beschrieben.

Spielgelung an Geraden

(%11) spiegelungAnGerade(G):=block(
to:-2*lotFusspunkt(G,[0,0,0]),

(%12)

transpose(matrix(
2*1lotFusspunkt (t*GRV(G), [

1,0,0])-[1,0,0],
2*1lotFusspunkt(t*GRV(G),[0,1,0])-[0,1,0],
@)011])'[@)@:1]

2*1lotFusspunkt(t*GRV(G), [
)))$

Gt:t*[1,1,1] ;
Se:spiegelungAnGerade(Gt);
determinant(Se);

(%081) [t,t,t]

(%o082) | = -= =

1 2 2

(KN ]
[E3]
[E3]

(o83 i

(%i2)

(%03)
(%04)
(%05)
(%06)

A:[1,2,3];
B:m21(Se.A)-to;
C:[4J-119];
D:m21(Se.C)-to;
0:[A,B,C,D]$
PLOTT_L([],[Gt],-6,6)%

[1,2,3]
[_1/31'1@/31'5/3]
[4J_1Je]
[-8/3)_5/3)8/3]
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Spiegelung an Ebenen

(%i2) spiegelungAnEbene(NFE):=block(

to:2*F(hesseNF(NFE),[0,0,0])*normalVektorNF (hesseNF(NFE)),

transpose(matrix(

2*1lotFusspunkt (NFE-F(NFE,[9,0,
2*1lotFusspunkt(NFE-F(NFE,[9,0,
0

2*1lotFusspunkt(NFE-F(NFE,[9,0,
)))$

(%13) ES: x+3-2*y-z-3;
Se:spiegelungAnEbene(ES); to;
determinant(Se);

(moS%4) -3+x-2y-2

: 2 1
E} E] E]
2 1 2
(%095) |- -= -=
3 3 3
1 : 2
E} E} E]

{%096) t-l,i, i]
(%097 -1

(%i4) A:[1,2,3]; B:m21(Se.A)-to;
C:[4,-1,0]; D:m21(Se.C)-to;

(%098) [1,2,3]

(%099) [4,-4,0]
(%0100) [4,-1,0]
(%0101) [3,1,1]

Drehungen um die KO-Achsen

01),[1,0,0
0]),[e,1,0
0]),[0,0,1

1B
1B
]

J IV I

1,0
9,1,
0,0

J

[
OO0

)_
)_
)_

Lo B e W |

) I )

Ebenen —

w2z

Geraden —

Punkte  ©

‘ektaren

@

folu}
[ole]
0

W dn A s Lo = 0w e m

view. 74.0000, 114.000 scale: 1.00000, 1.00000

(%15) Dx(a):=matrix([1,0,0],[0,cos(a),-sin(a)],[0,sin(a),cos(a)]);
Dy(a):=matrix([cos(a),0,sin(a)],[9,1,0],[-sin(a),0,cos(a)]);
Dz(a):=matrix([cos(a),-sin(a),0],[sin(a),cos(a),0],[0,0,1]);
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Gauss-Algorithmus
gaussLinGLS(M, [x,y,z]);

16st das lineare GLS Ax=b mit der Matrix M=[A,b]Jund kommentiert die
Losungsschritte.

(%12) A:matrix(
[ 1) 2) 3) 9) @],
[ 0) 1) 2: 3) @]J
[ 6, 0, 1, 2, 0],
[ 2) 3) 4) a, 1]
)$

(%13) gaussLinGLS(A,[x,y,z,u]);

Al3]=A[3]1/Af3.3]

Gaussaigorithmus: Af1T=3*A[31-1*A[1]
123 0 0 Ale]=2*A[3]-1*A{Z]
D012 3 0 12 0 0 —
a+ 3
00120 Al4]=1*A[4]+0*A[3] L
203 4 a 1 1 2 3 0 0 oL oo
Af21=1*AT21+0%A11] o1 2 3 0 . 2
Af3]=1*A[3]+0*A[1] 001 2 o a3
Al4]=1*AT4]-2*4 1 1
_” & U 00 0 a+3 1 0001 —
L _ =1
1 2 3 00 | ]
001 2 30 AL=ALAA A Al2]=A[2]/AfZ,2]
#* aw
AL AL LAl A[1]=2*A(2]-1*A{1]
00 1 20 Al21=3*A[4]-1*A[2] i s ]
0 -1 -2 a 1 Af3]=2*AT41-1 *¥A 3] -1 0 0 0 —
A3]=1*A[3]+0*A[2] -1 -2 -3 0 0 L
o100
AlA]=1*ATA1+1*A[2 E; a+3
_” [ U o -1 -2 0 ;
a+
12 3 0 0 0010 2
2 a+ 3
o1 2z 3 0 o0 -1 0
a+ 3 1
o001
oo 1 oz 0 . -
o0 0 1 : .
000 avs i | 243 A[1]=A[1]/A[L,1]
toon 4 1 2 1
o H= P Y= P 2= M=
( ]I [ a+3 / a+3 a+3 a+3]
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Durch Mischen (Zusammenschmelzen) soll eine Legierung L fiir stabile
Leichtmetallbauteile aus vorratigen Legierungen L1..L5 hergestellt
werden. Untersuchen Sie, ob die gewilinschte Legierung L aus den
vorratigen Legierungen hergestellt werden kann

Die Legierungen L1*x + L2*y + L3*z + L4*u + L5*s = L sind in der
nachfolgenden Matrix zusammengefalit.

Spalten: L1, L2, L3,L4 L5,L

Zeilen: Aluminium, Zink, Kupfer, Magnesium

(%119) matrix([90,89,94,93,92,92],(5,5,2,4,5,4],(3,3,1,2,1,2],[2,3,3,1,2,2]);

90 83 34 923 9% 92

(%019)

Unterbestimmtes GLS: Betrachte s (5.te Spalte) als Parameter (fast beliebig)
und stelle um Spalte(6) - s * Spalte(5) :

(%i17) A:addcol(submatrix(A,5,6),col(A,6)-col(A,5)*s);

20 8% 324 33 9% -92s

(%017)

und 1ldése das GLS:

(%i20) gaussLinGLS(A,[x,y,z,u])$S

(%020) L:[x=11%*s-1,y=1-8*s,z=2%*s,u=1-6*s]
(%i21) ev(L,s=0.1);

(%021) [x=0.1,y=0.2,z=0.2,u=0.4]

Bestimmung der Inversen
Gauss anwenden auf die um die Einheitsmatrix erweitere Matrix A,E

(%i1) A:matrix([1,2,1,1,0,01,[2,5,1,0,1,0],[1,4,3,0,0,1]); Lo 53-4 4-2a 3
a+l a+l a+l
o/ H .
(%i2) gaussLinGLS(A,[x,y,z]); Lre a1 .
o1 0
a+l a+l a+l
3 2 1
oo 1 -
a+l a+l a+l
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